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@ Antecedentes

@ Métricas del Caos

@ Sistemas cadticos de orden entero

@ Sistemas cadticos de orden fraccional

@ Metodologia para la solucion numerica

@ Orden de la derivada fraccional

@ Definiciones para la aproximacion numeérica

@ Simulacidon de osciladores caodticos de orden fraccional



Antecedentes

El término Caos se refiere a un tipo de comportamiento dina-
mico no lineal complejo que posee algunas caracteristicas muy
especiales:

@ Es aperiddico, deterministico y extremadamente sensible a
las condiciones iniciales.
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Sistema de Lorenz: La diferencia en las condiciones iniciales es x(0)=0.1 y x(0)=0.1000001



Modelos de sistemas caoticos de orden entero

. X = o(x—y)

= y = x(p=2)-y (2
y = < (1) Z = Xy-—pBz

z = —ax— by — cz+ dify(x, k) |

Sistema de Loren
donde % (x. k) es ' )

I k, Si X>1, X = —y —Z
bk ={ ke s x| <1, R, 3
L —iK, 8 X<1. z = b+2z(x-c)

Sistema SNLF Sistema de Rossler



Modelos de sistemas hypercaodticos de orden entero

X = X(1-y)+az X1 = Bi(x+0.2(x — 2x3))

y — -'B(X2 T 1)y Xo = [BoX{ —Xo+ X3+ Xy

? = v(1—-y)v (4) X3 = —[3Xo+ Xy (5)
Y = gz Xg = —0—4xq

Bouali, S. (2015) Liu, L., and Liu, C. (2014)



Sistemas de Orden Fraccional

En 1695 se introdujo la teoria del calculo fraccional, pero solo
se desarrolld como una rama de la matematica pura.

En las ultimas décadas se encontro que los modelos de siste-
mas de orden fraccional permiten describir y modelar un obje-
to real de manera mas precisa que usando metodos clasicos
enteros.

v

Junto con el desarrollo del calculo fraccional, se demostrd que
muchos sistemas diferenciales no lineales de orden fraccionario
se comportan de manera cadtica.



Metodologia para la solucion numerica de sistemas

caodticos de orden fraccional

@ Obtener los puntos de equilibrio del sistema orden
fraccional

@ Calcular los valores propios mediante la aplicacion de la
matriz jacobina y determinar la estabilidad del sistema

@ Determinar el valor de la fraccion ya sea conmensurado o
Inconmensurado para garantizar el caos

@ Determinar el tamano de paso de integracion

@ Aplicar el método ABM vy la definicion de G-L para
aproximar las derivadas de orden fraccional

@ Realizar las simulaciones numéricas

@ Calcular las métricas: Exponente de Lyapunov, Entropia,
Dimension Kaplan-Yorke y Mapas de Poincaré




Sistemas Caoticos de Orden Fraccional

Se explora el sistema cadtico de Lorenz de orden fraccional

X = o(x—y)
y = x(p—-2)-y (6)
zZ = Xy-—pz
D% x(t) = o(x(t) — y(1)).
D%y (t) = x(t)(p — 2(1)) — ¥(1). 7
D% z(t) = x(t)y(t) — Sz(1).

con parametros: c = 10,p =28y 5 = 8/3,donde 0 < g, < 1
Yy SI g1=0-=@s3 el sistema es conmensurado y si q1#Qq-#Qqs €l
sistema es inconmensurado.



Sistemas Caodticos de Orden Fraccional

De acuerdo a la metodologia propuesta, el primer paso es ob-
tener los puntos de equilibrio del sistema:

oy —x)=0 (8)
X(p—2)—y=0 (9)
Xy —pBz=0 (10)

Resolviendo (8) se obtiene el valor para x, sustituyendo en (9)
para z, y finalmente sustituyendo en (10) se obtiene y:

oy —ox=0 x(p—2)—x=0 xy—pz=0

oy = oX Xp—XZ—-x=0 y°-B(p—-1)=0

X=y —xz=-x(p—1) y?>=p8(p—1)
z=p=1 y=+B(p-1)




Sistemas Caoticos de Orden Fraccional

El sistema de Lorenz tiene entonces tres puntos de equilibrio, el
primero se encuentra en el origen £y = (0,0,0) y los otros dos
se encuentran en £, = (\/B(p—1),vV/Blp—1),p—1)y E3 =
(—v/B(p—1),—/B(p— 1), p—1). La matriz jacobiana Jyy« = )
en el punto de equilibrio E* = (x*, y*, x*) esta dada por:

of, of of
8 Wy

)X Jdy 0Z o .
| ok o ob| |77 ° _OX
ey2)= 1 ax a8y oz |~ |f q

Ofy 0fy Of3 . X _/_

\W oy 82/



Sistemas Caoticos de Orden Fraccional

Encontrando la ecuacion caracteristica de la forma |\ — Jg,| =
0, se obtienen los valores propios del sistema (7) y resolviendo
en los puntos de equilibrio se tiene:

X O O o @& 0] la —o 0
0 N 0| —|p—2z -1 —x|=1| —p A+1 X
0 0 Al | ¥ X =8| | =¥ —X A+B]

Ey = A(123) = (—22.8277,11.8277, —2.6677)
E» = A\1.2.3) = (—13.8546,0.0940, +10.1945/) (11)
Es = A\(123) = (—13.8546,0.0940, +10.1945/)



Sistemas Caoticos de Orden Fraccional

Para determinar el orden fraccional minimo con el cual el sis-
tema de Lorenz es cadtico usando los parametros (o, p,3) =
(10,28,8/3), se usa la relacion:

722 agloil
Re(V)| -
q > 0.9940

En este caso, si se considera el orden de la derivada gy = g =
g3, se tiene que el orden minimo conmensurado es g > 0.9940

Podlubny, |. (1998). Fractional differential equations: an introduction to fractional derivatives, fractional
differential equations, to methods of their solution and some of their applications (Vol. 198). Elsevier.



Sistemas Caodticos de Orden Fraccional

Definiciones aceptadas para la aproximacion numeérica de
sistemas de orden fraccional

@ Definicion de Grinwald-Letnikov
@ Definicion de Riemann-Liouville
@ Definicion de Caputo




Aproximaciones numericas para resolver sistemas

caoticos de orden fraccional
Definicion de Grinwald-Letnikov

y(t) = F(y(tk—1): t—1)h? = > ¢y (t_)) (13)

Método Adams-Bashforth-Moulton esquema predictor-corrector

m—
b (the) = = (—ij n+1f(t yn(8))  (14)
/=0
m—1 1k
o ha
Viltnit) = D G700 + gy et Va(tnsn)+
k=0 |

h9

r(a+2 jz;a/ yN+1 (tj yn(tj))




Simulaciones del Sistema de Lorenz con GL y ABM

(e) GL (f) ABM (9) GL (h) ABM

Sistema caético de Lorenz con los métodos GL y ABM respectivamente; con parametros o = 10,p = 28,3 = 8/83,

Tgim = 1008, hi=5 % 103, condiciones iniciales (x(0), y(0), z(0)) = (0.1,0.1,0.1), y orden fraccional g; =
o = Q3 = 0.995



Simulaciones del Sistema de Rossler con GL y ABM

Sistema caotico de Rdssler con los métodos GL y ABM respectivamente; con parametros a = 0.5, b = 0.2, ¢ = 10,

Teim = 1008, h=56 X 10—2, condiciones iniciales (x(0), ¥(0), z(0)) = (0.5,1.5,0.1), y orden fraccional g; =
0.9,90 =0.85,g3 =0.95



Simulaciones del Sistema Finance con GL y ABM

oDEy(t) =1 by(t) - Ix(t)]. (18)
oDPz(t) = —x(t) — cz(t).

(f) ABM

Sistema cadtico Finance con los métodos GL y ABM respectivamente; con parametros a = 1,b = 0.1,¢c = 1,

Tais = 1008, =5 X 103, condiciones iniciales (x(0), y(0),z(0)) = (2,—1,1), y orden fraccional g4 =
0.99, g, = 0.95,q3 = 0.99



Simulaciones del Sistema de Liu con GL y ABM

oDI x(1) = —ax(t) - ey 2(1).

),
th y(t) = by(t) — kx(t)z(t),
oDPz(t) = —cz(t) + mx(t)y

(e) GL (f) ABM (g) GL (h) ABM
Sistema cadtico de Liu con los métodos GL y ABM respectivamente; con parametros a = 1,b = 2.5,¢c = 5, e =

1.5 =M =% gz, = 1008.8=56 X 103, condiciones iniciales (x(0), ¥(0), z(0)) = (0.2,0,0.5), y orden
fraccional gy = 0.95, go = 0.95, g3 = 0.95



Simulaciones del Sistema de Chen con GL y ABM

(f) ABM

Sistema caotico de Chen con los métodos GL y ABM respectivamente; con parametros a = 35, b =3, ¢ = 28,d =

7, Tgm = 1008 h=5 % 103, condiciones iniciales (x(0),y(0),z(0)) = (—9, —5, 14), y orden fraccional
g1 =0.9,90=0.9,g3 =0.9



Simulaciones del Sistema de Li con GL y ABM

Sistema cadtico de LU con los métodos GL y ABM respectivamente; con parametros a = 36,b = 3,¢ = 20,

Tgii = 1008, =5 X 103, condiciones iniciales (x(0), ¥(0), z(0)) = (0.2,0.5,0.3), y orden fraccional g; =
0.985,g, = 0.99, g3 = 0.98



Derivada fraccional de la funcion D (x) con orden 0 << o < 1.6 aplicando la definicion de Griinwald-Letnikov.
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Derivada fraccional de la funcién D (x2) conorden 0 < « < 2 aplicando la definicién de Grinwald-Letnikov.
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